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1. Jедног дана Мариjа jе одлучила да се опроба у екстремним спортовима. Одлука jе пала на скок са високе платформе
помоћу еластичног ужета, банџи џамп. Платформа jе мост висине H = 50m и план jе да уже заустави Мариjу у
наjнижоj тачки путање на h = 2m изнад површине воде. Коjу дужину неистегнутог еластичног ужета Мариjа треба
везати за своjе ноге да би jоj ово успело? Маса скакача jе m = 60 kg, коефициjент еластичности ужета k = 270N/m, а
убрзање Земљине теже g = 9,81m/s2. Колико времена протекне од скока са моста до тренутка када се Мариjа заустави
изнад површине воде? Занемарити масу ужета и отпор ваздуха. (20 поена)

2. Три извора наизменичног напона, jеднаких фреквенци f1 = f2 = f3 = f = 220Hz, повезани су у редноj вези и за њих
jе прикључен потрошач отпорности R = 1Ω. Амплитудне вредности напона на изворима су редом ε01 = 1V, ε02 = 2V

и ε03 = 3V, a фазе α1 = 0◦, α2 = 45◦ и α3 = 30◦, респективно. Наћи амплитуду, фреквенцу и фазу струjе коjа тече
кроз отпорник. (20 поена)

3. Док jе седео у свом иглоу, мали Лутак jе схватио да jе ваздух коjи издише топлиjи од оног коjи удише. Уколико jе
температура ваздуха коjи удише 20◦C, а температура ваздуха коjи издише 40◦C, колико енергиjе на оваj начин он
преда унутрашњости иглоа у току jедног сата. Узети да jе запремина ваздуха коjи он удахне 0.5 l, и да у просеку
удахне 12 пута за jедан минут. За атмосферски притисак узети 101325 Pa. (20 поена)

4. Електрично коло се састоjи од паралелно везаних отпорника отпора R = 1kΩ и завоjнице индуктивности L = 10mH

коjи су редно везани за кондензатор капацитета C = 2µF. Коло се напаjа извором наизменичног напона амплитуде
V = 250V и угаоне фреквенце ω = 2πf = 950 rad/s. Нађите интензитет струjе коjа пролази кроз кондензатор. Колики
jе интензитет ове струjе у лимиту мале угаоне фреквенце? (20 поена)

5. Хомоген и прав штап дужине l и масе m може да ротира у хоризонталноj равни око осе коjа jе нормална на његов центар
масе. Jедан краj штапа jе споjен за опругу константе еластичности k1, други на опругу коефициjента еластичности
k2, а центар масе на опругу коефициjента еластичности k (слика). У равнотежном положаjу, штап jе паралелан са
ослонцем опруга. Одредити период малих осцилациjа штапа. (20 поена)
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1. Дужина ужета коjа jе потребна да би се Мариjа зауставила на жељеном растоjању одређено jе одржањем енергиjе

mgH = mgh + k(H−h−L)2

2 4п . Одавде jе L = H − h −
√

2mg(H−h)
k = 33.5m 2п . Време пада се састоjи од три дела:

време слободног пада t1, време током кога се уже затеже до положаjа равнотеже сила, t2, и време током ког Мариjа

успорава, t3. Време слободног пада се добиjа из L =
gt2

1

2 1п , па jе t1 =
√

2L
g = 2,61 s 1п . Време током ког Мариjа

успорава jе заправо jеднако четвртини периода осциловања, где jе кружна фреквенца осциловања ω =
√

k
m 2п ,

односно t3 = π
2

√

m
k = 0,74 s 2п . Преостало време се може добити из закона хармониjског осциловања ∆L = A sinωt2

3п . Амплитуда овог осциловања jе A = H −L− h−∆L 1п , где jе ∆L = mg
k = 2,2m 1п , па се одатле добиjа време

t2 =
√

m
k arcsin mg

kA = 0,084 s 2п . Укупно време пада jе дакле t = t1 + t2 + t3 = 3,4 s 1п .

2. Еквивалентни извор ће такође имати фреквенцу f , а амплитуда се може одредити графички. Са слике ε0x = ε01 cosα1+
ε02 cosα2 + ε03 cosα3 3п , односно ε0y = ε01 sinα1 + ε02 sinα2 + ε03 sinα3 3п . Интензитет електромоторне силе ек-

вивалентног извора jе εt =
√

ε20x + ε20y 3п . Почетна фаза се одређуjе из израза tgαt =
ε0y
ε0x

4п . Па jе коначан

израз за jачину струjе кроз потрошач i =

√
ε2
0x

+ε2
0y

R cos
(

ωt+ arctg
ε0y
ε0x

)

. Заменом нумеручких вредности, добиjа се

i = 5,8A cos(2π · 220 s−1 · t + 0,53 rad), где су углови мерени у радиjанима, односно амплиуда струjе jе i0 = 5.8A,

фреквенца fi = f = 220Hz, а фаза ϕi = 0,53 rad 7п .

3. Како jе ваздух приближно двоатомски гас, промена енергиjе спољашњег ваздуха jе ∆U = 5
2nR∆T 5п . Количина

супстанце у овом изразу се може добити преко jедначине стања идеалног гаса pV = nRT1 4п . При чему jе укуп-

на запремина V = 60 · 12 · ∆V 4п . Одатле се добиjа да jе топлота пренета спољашњости услед дисања ескима

∆U = 1800p∆V (T2−T1)
T1

4п , односно ∆U = 6,2 kJ 3п . Из овог разлога ескими могу одржавати температуру у иглу на

прихватљивом новоу за боравак.

4. Струjа кроз кондензатор jе одређена Омовим законом за импедансе i = u/Z 1п , где jе u напон на извору, а Z

еквивалентна импеданса кола. Комплексне импедансе елемената кола су ZR = R, ZL = iωL и ZC = −i/ (ωC) 1п .

Импеданса паралелне везе отпорника и завоjнице jе ZRL = ZRZL

ZR+ZL
= iωLR

iωL+R 3п , а импеданса целог кола Z = ZRL +

ZC = ω2L2R
R2+(ωL)2

+ i
(

ωLR2

R2+(ωL)2
− 1

ωC

)

3п , са апсолутном вредношћу |Z| =

√

(

ω2L2R
R2+(ωL)2

)2

+
(

ωLR
R2+(ωL)2

− 1
ωC

)2

5п

и струjом |i| = V

[

(

ω2L2R
R2+(ωL)2

)2

+
(

ωLR
R2+(ωL)2

− 1
ωC

)2
]

−1/2

3п . Замена броjних вредности даjе |i| = 0.48A 3п . У

нискофреквентном лимиту струjа не може тећи кроз кондензатор, i0 = 0 1п .

5. На краjеве штапа делуjу моменти сила истезања опруга, док jе момент силе коjа делуjе на осу ротациjе нула 5п .

Укупан момент сила jе M = M1+M2 = (k1 + k2)
l2

4 sinϕ cosϕ, где jе ϕ угао одступања правца штапа од равнотеже. 3п

Момент инерциjе штапа око осе ротациjе jе I = ml2/12. 2п У лимиту малих осцилациjа Iα = l2

4 (k1 + k2) sinϕ cosϕ ≈
l2

4 (k1 + k2)ϕ, па jе угаона фреквенца осцилациjа ω =
√

3(k1+k2)
m 8п и период T = 2π

√

m
3(k1+k2)
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У свим задацима тачна броjна вредност доноси 2п и тачна jединица 1п .
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1. Jедног дана Мариjа jе одлучила да се опроба у екстремним спортовима. Одлука jе пала на скок са високе платформе

помоћу еластичног ужета, банџи џамп. Платформа jе мост висине H = 50m и план jе да уже заустави Мариjу у

наjнижоj тачки путање на h = 2m изнад површине воде. Коjу дужину неистегнутог еластичног ужета Мариjа треба

везати за своjе ноге да би jоj ово успело? Маса скакача jе m = 60 kg, коефициjент еластичности ужета k = 270N/m, а

убрзање Земљине теже g = 9,81m/s2. Колико времена протекне од скока са моста до тренутка када се Мариjа заустави

изнад површине воде? Занемарити масу ужета и отпор ваздуха. (20 поена)

2. Три извора наизменичног напона, jеднаких фреквенци f1 = f2 = f3 = f = 220Hz, повезани су у редноj вези и за њих

jе прикључен потрошач отпорности R = 1Ω. Амплитудне вредности напона на изворима су редом ε01 = 1V, ε02 = 2V
и ε03 = 3V, a фазе α1 = 0◦, α2 = 45◦ и α3 = 30◦, респективно. Наћи амплитуду, фреквенцу и фазу струjе коjа тече

кроз отпорник. (20 поена)

3. Метална лопта запремине V = 1 cm3 тоне константном брзином v = 1 cm/s у тегли испуњеноj медом, као на приложеноj

слици. Колики jе импулс меда, уколико jе густина меда ρ1 = 2g/cm3, a густина металне лопте ρ2 = 8g/cm3? (20 поена)

4. Електрично коло се састоjи од паралелно везаних отпорника отпора R = 1kΩ и завоjнице индуктивности L = 10mH
коjи су редно везани за кондензатор капацитета C = 2µF, као на приложеноj слици. Коло се напаjа извором наизме-

ничног напона амплитуде V = 250V и угаоне фреквенце ω = 2πf = 950 rad/s. Нађите интензитет струjе коjа пролази

кроз кондензатор. Колики jе интензитет ове струjе у лимиту мале угаоне фреквенце? (20 поена)

5. Хармониjски осцилатор се у средини коjа пружа отпор креће по закону x(t) = Ae−γt cos(ωt+ φ). Параметар γ описуjе

опадање амплитуде осцилациjа са временом док осцилатор предаjе енергиjу околини услед отпора. Параметар ω jе

угаона фреквенца осциловања модификована отпором средине. Константе A и φ су одређене почетним условима. Када

jе отпор средине мали, γ ≪ ω, осцилациjе се понављаjу са споро опадаjућом амплитудом. Код екстремног пригушења,

γ ≫ ω, дисипациjа распе енергиjу система на околину у периоду коjи jе краћи од периода осцилациjа. У тренутку t = 0
пригушени осцилатор jе почео кретање са позициjе x0 без почетне брзине. Одредити његов пређени пут од t = 0 до

заустављања у функциjи параметара γ и ω и позициjе x0. Како ваш резултат изгледа у случаjевима слабог пригушења,

γ/ω → 0, и jаког пригушења, γ/ω → ∞? Помоћ:
∑

∞

n=0
qn = 1 + q + q2 + q3 + ... = 1

1−q
када jе q < 1. (20 поена)
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РЕШЕЊА ЗАДАТАКА – БОЗОНСКА КАТЕГОРИJА
ОКРУЖНИ НИВО

03.03.2018.

1. Дужина ужета коjа jе потребна да би се Мариjа зауставила на жељеном растоjању одређено jе одржањем енергиjе

mgH = mgh + k(H−h−L)2

2 4п . Одавде jе L = H − h −
√

2mg(H−h)
k = 33.5m 2п . Време пада се састоjи од три дела:

време слободног пада t1, време током кога се уже затеже до положаjа равнотеже сила, t2, и време током ког Мариjа

успорава, t3. Време слободног пада се добиjа из L =
gt2

1

2 1п , па jе t1 =
√

2L
g = 2,61 s 1п . Време током ког Мариjа

успорава jе заправо jеднако четвртини периода осциловања, где jе кружна фреквенца осциловања ω =
√

k
m 2п ,

односно t3 = π
2

√

m
k = 0,74 s 2п . Преостало време се може добити из закона хармониjског осциловања ∆L = A sinωt2

3п . Амплитуда овог осциловања jе A = H −L− h−∆L 1п , где jе ∆L = mg
k = 2,2m 1п , па се одатле добиjа време

t2 =
√

m
k arcsin mg

kA = 0,084 s 2п . Укупно време пада jе дакле t = t1 + t2 + t3 = 3,4 s 1п .

2. Еквивалентни извор ће такође имати фреквенцу f , а амплитуда се може одредити графички. Са слике ε0x = ε01 cosα1+
ε02 cosα2 + ε03 cosα3 3п , односно ε0y = ε01 sinα1 + ε02 sinα2 + ε03 sinα3 3п . Интензитет електромоторне силе ек-

вивалентног извора jе εt =
√

ε20x + ε20y 3п . Почетна фаза се одређуjе из израза tgαt =
ε0y
ε0x

4п . Па jе коначан

израз за jачину струjе кроз потрошач i =

√
ε2
0x+ε2

0y

R cos
(

ωt+ arctg
ε0y
ε0x

)

. Заменом нумеручких вредности, добиjа се

i = 5,8A cos(2π · 220 s−1 · t + 0,53 rad), где су углови мерени у радиjанима, односно амплиуда струjе jе i0 = 5.8A,

фреквенца fi = f = 220Hz, а фаза ϕi = 0,53 rad 7п .

3. Кретање металне куглице кроз мед надоле, jе "еквивалентно"кретању куглице од меда, исте запремине и исте брзине
на горе. Импулс меда jе дакле p = mV 5п , односно p = ρ1V v 10п , одакле следи p = 2 · 10−5 kgm/s 5п .

4. Струjа кроз кондензатор jе одређена Омовим законом за импедансе i = u/Z 1п , где jе u напон на извору, а Z

еквивалентна импеданса кола. Комплексне импедансе елемената кола су ZR = R, ZL = iωL и ZC = −i/ (ωC) 1п .

Импеданса паралелне везе отпорника и завоjнице jе ZRL = ZRZL

ZR+ZL
= iωLR

iωL+R 3п , а импеданса целог кола Z = ZRL +

ZC = ω2L2R
R2+(ωL)2

+ i
(

ωLR2

R2+(ωL)2
− 1

ωC

)

3п , са апсолутном вредношћу |Z| =

√

(

ω2L2R
R2+(ωL)2

)2

+
(

ωLR
R2+(ωL)2

− 1
ωC

)2

5п

и струjом |i| = V

[

(

ω2L2R
R2+(ωL)2

)2

+
(

ωLR
R2+(ωL)2

− 1
ωC

)2
]

−1/2

3п . Замена броjних вредности даjе |i| = 0.48A 3п . У

нискофреквентном лимиту струjа не може тећи кроз кондензатор, i0 = 0 1п .

5. Ако се осцилатор у тренутку t = τ налази у максимуму елонгациjе, онда ће тренутак t = τ + 2π
ω такође бити максимум

елонгациjе, jер x(t + 2π
ω ) = e−

2γπ
ω x(t). Аналогно, тренутак t = τ + π

ω ће бити минимум, jер x(t + π
ω ) = −e−

γπ
ω x(t).

Дакле, екстремуми дешаваjу са временским размацима од ∆t = π
ω 3п . Из jедначине кретања апсолутна вредност

елонгациjе у екстермуму jе за фактор α = e−
γπ
ω мања него у претходном екстремуму 5п . Почетни екстремум jе

на координати x0. Зато су координате екстремума редом: x0, −αx0, α2x0, −α3x0, α4x0 ... Укупан пређени пут jе
s = x0 + 2x0α+ 2x0α

2 + 2x0α
3 + ... 2п , jер за сваку вредност xn осцилатор таj пут превали два пута (од 0 до xn и од

xn до 0), изузев x0 коjи се пређе само jедном. Исписивањем суме, s = x0 (1 + 2α ·
∑

∞

n=0 α
n). Коришћењем помоћи из

текста, s = x0

(

1 + 2α
1−α

)

. Заменом израза за α, и сређивањем, s = x0

(

1 + 2
eγπ/ω

−1

)

5п . Лимит γ/ω → 0 даjе α → 1,

непригушене осцилациjе и бесконачан пређени пут 2п . Лимит γ/ω → ∞ даjе α → 0 i s = x0, па се осцилатор само

креће према равнотежном положаjу и не успева да заосцилуjе 3п .

ε 2

ε
3

εy

ε
x

ε
1

Слика уз решење задатка 2.
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